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2015-2016 УЧЕБНЫЙ ГОД

ОТВЕТЫ И РЕШЕНИЯ

10 КЛАСС

Общее количество баллов 35. Решение каждой задачи оценивается Жюри из 7 баллов в соответствии с критериями и методикой оценки, разработанной центральной предметно-методической комиссией:

	Баллы
	Правильность (ошибочность) решения.

	7
	Полное верное решение.

	6-7
	Верное решение, но имеются небольшие недочеты, в целом не влияющие на решение.

	5-6
	Решение в целом верное. Однако решение содержит ошибки, либо пропущены случаи, не влияющие на логику рассуждений. 

	3-4
	Верно рассмотрен один из существенных случаев. 

	2
	Доказаны вспомогательные утверждения, помогающие в решении задачи.

	0-1
	Рассмотрены отдельные случаи при отсутствии правильного решения.

	0
	Решение неверное, продвижения отсутствуют.

	0
	Решение отсутствует.



Указания к оцениванию отдельных задач содержатся в комментариях к решениям.

1. Существуют ли целые числа a, b, c, удовлетворяющие равенству:
(a + b)(b + 3c)(c + 5a) = 2015?

Ответ. Нет. 
Решение.  Если бы такие три числа  существовали, по крайней мере, два из них должны были иметь одинаковую четность.  Тогда их сумма  четная, а следовательно, четным должно быть и произведение. Число же 2015 , которому это произведение должен равняться, – нечетное. Полученное противоречие показывает, что целых чисел, удовлетворяющих условию, не существует.
Комментарий. Ответ без обоснования – 0 баллов. При отсутствии решения за потенциально полезные идеи – 1–2  балла. 
2. На клетчатой бумаге по линиям сетки начерчен прямоугольник со сторонами 2014 и 2015 клеток. Клетки покрасили в два цвета: синий и красный. Какую наименьшую часть клеток надо покрасить в синий цвет, чтобы в оставшихся клетках нельзя было поместить  уголок  из трех красных клеток (в любом положении)?
Ответ: 1007/2015. 
Решение. Закрасим в синий цвет полоски, параллельные стороне длиной 2014 через одну, начиная со второй. Таких полосок будет 1007,  длина каждой 2014, и число синих клеток равно  1007∙2014.  Покажем, что уменьшить число синих клеток нельзя. Действительно,  из такого прямоугольника можно вырезать 10072  квадратиков 2 на 2, в каждом из которых надо закрасить в синий цвет две клетки.  
Комментарий.  Пример раскраски, в которой  число синих клеток равно  1007∙2014 – 3 балла, оценка (доказательство, что уменьшить число синих клеток нельзя) – 4 балла, баллы суммируются.  Если  оценка проведена только для построенного примера, за эту часть – 1 балл.

3. Приведите пример квадратного трехчлена P(x) с целыми коэффициентами, такого, что 






Ответ. Например, 





Решение.  Если то   и Тогда 

Комментарий.  Пример можно также построить с помощью теоремы Виета или методом неопределенных коэффициентов.  Общий вид требуемого трехчлена: где a –целое. За любой правильный пример – 7 баллов. Если решение не доведено до конца, за потенциально полезные идеи – 1–2  балла. 

4. Вокруг равнобедренной трапеции ABCD с большим основанием AD описана окружность радиуса 4. Биссектриса угла В проходит через центр описанной окружности и пересекает ее в точке Е. Найти площадь треугольника АСЕ, если известно, что диагональ трапеции делит площадь трапеции в отношении 3:2.

Ответ.
Решение. Обозначим меньшее основание ВС через а.  Прямоугольные треугольники BAE и BCE (см. рисунок) равны по гипотенузе и острому углу, отсюда следует, что BC = AB = CD = a.


[image: ]



Поскольку диагональ трапеции делит ее на два треугольника с одинаковой высотой h и разными основаниями, то по условию имеем , то есть . 

По теореме Пифагора  




Тогда   Обозначим ∠ABE = α. Получаем 

.
Теперь из прямоугольного треугольника АВЕ найдем АЕ:

.



Из равенства треугольников АВЕ и ВСЕ следует, что . Кроме того,  АЕС = 180º –ABC. Поэтому sinАЕС = sinABC =   .
Комментарий.  Если решение не доведено до конца, за доказательство полезных вспомогательных утверждений – 1–3 балла.

5. Найдите наименьшее натуральное пятизначное число n, такое, что n + k делится на 10 – k  для всех k от 0 до 9.
Ответ. 10070.
Решение. Обозначим m = 10 – k, тогда  k  = 10 – m. Поскольку k принимает значения от 0 до 9, m принимает значения от 1 до 10.  По условию  n + 10 – m = p∙m для всех m от 1 до 10, то есть число n + 10 кратно m.  Это означает, что n + 10  делится на все натуральные числа от 1 до 10, поэтому оно делится и на наименьшее общее кратное всех этих чисел N. И наоборот, если n + 10 делится на N (наименьшее общее кратное чисел от 1 до 10), то число n обладает требуемым свойством. Число N, очевидно, равно 23∙32 ∙5 ∙ 7 = 2520, откуда n + 10 = 2520a, где a  натуральное число. Найдем наименьшее a  удовлетворяющее неравенству 10000 ≤ 2520a –10 ≤ 99999, легко видеть, что amin = 4. Тогда n = 2520∙4 – 10 = 10070.
Комментарий.  Найден правильный ответ, и показано, что число обладает нужными свойствами, но не доказано, что это наименьшее число – 3 балла. 
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