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Общее количество баллов 35. Решение каждой задачи оценивается Жюри из 7 баллов в соответствии с критериями и методикой оценки, разработанной центральной предметно-методической комиссией:

	Баллы
	Правильность (ошибочность) решения.

	7
	Полное верное решение.

	6-7
	Верное решение, но имеются небольшие недочеты, в целом не влияющие на решение.

	5-6
	Решение в целом верное. Однако решение содержит ошибки, либо пропущены случаи, не влияющие на логику рассуждений. 

	3-4
	Верно рассмотрен один из существенных случаев. 

	2
	Доказаны вспомогательные утверждения, помогающие в решении задачи.

	0-1
	Рассмотрены отдельные случаи при отсутствии правильного решения.

	0
	Решение неверное, продвижения отсутствуют.

	0
	Решение отсутствует.



Указания к оцениванию отдельных задач содержатся в комментариях к решениям.

1. Найдите наименьшее пятизначное число, которое делится на 9 и все цифры которого различны.
Ответ: 10269.
Решение. Число будет наименьшим, если его первые цифры наименьшие, поэтому первая цифра числа  1, а вторая цифра  – 0. По условию цифры число не должны повторяться, поэтому наименьшее возможное значение третьей цифры – 2. Для того, чтобы число было кратным 9, нужно, чтобы сумма двух его последних цифр и цифр 1, 0 и 2 была кратной 9, то есть равна 9 или 18. Это означает, что сумма двух последних цифр числа должна равняться 6 или 15. В первом случае двумя последними цифрами могут быть 06, 15, 24, 33, 42, 51 или 60; ни одна из этих пар не даст вместе с цифрами 102 число, все цифры которого различны. Если же сумма двух последних цифр  15, это либо 69, либо 78, либо 87, либо 96. Пара цифр 69 и дает наименьшее число, удовлетворяющее условие: 10269.
Комментарий.  В данном решении баллы распределяются следующим образом: найдено начало числа «102» – 1 балл, замечено, что сумма цифр кратна 9 – 1 балл, установлено, что сумма двух последних цифр числа должна равняться 6 или 15 – 1 балл, полный перебор по сумме «6» – 2 балла,  полный перебор по сумме «15» – 2 балла; баллы суммируются.   

2. На окружности поставлены 15 точек – синих и красных. Каждую минуту проделывают такую операцию: между точками одного цвета ставят синюю точку, между точками разного цвета  ставят красную точку, старые точки стирают. Может ли случиться так, что через час все точки на окружности будут красными?  
Ответ. Нет. 
Решение. Все точки были бы красными только в том случае, когда минуту назад цвета чередовались бы: синий, красный, синий, красный, …, синий, красный. Но поскольку точек 15, синих и красных не может быть поровну.  
Комментарий.  Ответ без доказательства – 0 баллов.

3. В группе ученых каждый имеет две специальности, и каждый ровно с одним не имеет общей специальности. Сколько ученых может быть в группе?
Ответ. 2, 4, 6. 
Решение.  Возьмем двух ученых с разными специальностями (по условию такие ученые всегда существуют). Будем обозначать специальности числами: пусть это будет (1, 2) и (3, 4). Заметим, что группа из этих двух человек уже удовлетворяет условию. Пусть ученых больше двух. Все остальные имеют общую специальность с каждым из первых двух, то есть у них могут быть наборы специальностей (1, 3), (1, 4) (2, 3), (2, 4). При этом для каждого из остальных есть ученый, с которым нет пересечений, то есть при наборе (1, 3) должен быть и набор (2, 4), а при наборе (1, 4) должен быть и  набор (2, 3). Таким образом, возможны наборы специальностей (1, 2), (3, 4), (1, 3), (1, 4), (2, 3), (2, 4) или (1, 2), (3, 4), (1, 4), (2, 3), или (1, 2), (3, 4), (1, 3), (2, 4).  Следовательно, в группе может быть 2 или 4 или 6 ученых. 
Комментарий.  Обоснованный ответ «2» – 1 балл, обоснованные ответы «4» и «6»  – по 3 балла. 

4. Квадрат со стороной  1 разбит на четыре равных треугольника и квадрат (см. рисунок). Оказалось, что радиусы окружностей, вписанных в треугольники и маленький квадрат, равны. Найдите этот радиус. 









Ответ.
Решение.  Пусть катеты треугольников равны x и y, причем x > y. Тогда сторона внутреннего квадрата равна x – y, а радиус вписанной окружности равен  (x – y)/2. Выведем формулу радиуса r окружности, вписанной в прямоугольный треугольник с катетами a, b  и гипотенузой c. Площадь этого треугольника равна  ab/2, с другой стороны, площадь равна (a + b +с )r/2. Отсюда r  = ab/(a + b +с),




По этой формуле радиус окружности, вписанной в треугольник с катетами x, y  и гипотенузой 1, равен (x + y – 1)/2.  Таким образом, мы получаем уравнение  x – y= x + y – 1, откуда y = 1/2. Но это означает, что меньший угол треугольника равен 30º, а   Значит, искомый радиус равен 
Комментарий. При отсутствии полного решения за доказанные полезные вспомогательные утверждения – 1–3 балла. Если формулу «радиус окружности, вписанной в прямоугольный треугольник» используют как известную без доказательства, снижать баллы не требуется. 

5. Сколько существует таких пар натуральных чисел (a, b) (a <  b), что сумма наибольшего общего делителя и наименьшего общего кратного чисел a и b равна 1039?

Ответ. 4. 
Решение.  
Из определения НОД следует, что a = k∙НОД(a, b), b = l∙НОД(a, b), где НОД(k, l) = 1.
Из определения НОК следует, что НОК(a, b) = k ∙l∙НОД(a, b). 
Тогда НОД(a, b)НОК(a, b) = k ∙l∙НОД(a, b)НОД(a, b), но и ab = k∙НОД(a, b)∙ l∙НОД(a, b), то есть 
НОД (a, b)∙ НОК (a, b) = a∙b.
Обозначим x = НОД (a, b), y = НОК (a, b).  Получаем систему x + y = 1039, xy = ab. Подставим в первое уравнение y = klx: x + klx = 1039, или x(1 + kl) = 1039. Но 1039 простое число, значит, множители в левой части равны 1 и 1039, причем x не может быть равен 1039, так как  x + y = 1039, y > 0. Следовательно, 1 + kl = 1039 или kl = 1038. Разложим 1038 на простые множители: 1038 = 2∙3∙173. Каждый из этих множителей может входить в делитель 1038 в нулевой или первой степени, поэтому число  пар (k,l) = 2∙2∙2 = 8.  Числа k и l однозначно определяют числа a и b, поэтому пар (a, b) также 8. С учетом того, что a <  b, получаем 4 пары.
Комментарий. Рассмотрены только взаимно простые  a, b – не больше 3 баллов.  
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